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A beginner‘s guide to the 

modern theory of polarization 

 

1. Introduction 

The concept of electric dipole 

moment is central in the 

theory of electrostatics, 

particularly in describing the 

response of systems to applied 

electric fields. For finite 

systems such as molecules it 

poses no conceptual or 

practical problems. In the 

ionic limit the dipole moment, 

d, of a collection of charges, 

qi, at positions r is defined as 

 

for the case of a continuous  

charge density, en(r) (where e 

is the electronic charge and 

n(r) is the number density) this 

expression is straightforwardly 

extended to 

Provided that the molecule or 

cluster carries no net charge 

these expressions are well 

defined, can be 

straightforwardly evaluated 

and yield results - for example 

for the direction of the dipole 

moment - that are consistent 

with our intuitive 

understanding. 

Things apparently start to turn 

to custard, however, when we 

try to extend this simple 

reasoning to bulk solids.  

The usual way to define 

intrinsic quantities in 

macroscopic systems is to 

Hướng dẫn nhập môn lý thuyết 

phân cực hiện đại cho người mới 

bắt đầu checked hôm nay 

1. Giới thiệu 

Khái niệm momen lưỡng cực 

điện là khái niệm trọng tâm 

trong tĩnh điện học, nó miêu tả 

sự đáp ứng của một hệ khi đặt 

trong một điện trường. Đối với 

các hệ hữu hạn như các phân tử, 

nó không gây ra những khó khăn 

về mặt khái niệm hay thực 

nghiệm. Trong giới hạn ion, 

momen lưỡng cực d của tập hợp 

các điện tích qi tại một vị trí ri 

được định nghĩa như sau : 

(1) 

Trong trường hợp mật độ điện 

tích liên tục, en(r) (trong đó e là 

điện tích electron và n(r)) là mât 

độ) biểu thức trên được viết lại 

dưới dạng tích phân  

(2) 

Với điều kiện là các phân tử hay 

các  đám hạt tải điện không có 

điện tích toàn phần, các  biểu 

thức này có thể được xác định 

tường minh,  cũng như có thể 

ước lượng chúng dễ dàng và thu 

được kết quả bằng số cụ thể - ví 

dụ như hướng của momen lưỡng 

cực – phù hợp với trực giác của 

chúng ta. 

Tuy nhiên  mọi thứ sẽ trở nên 

phức tạp khi chúng ta mở rộng lý 

luận này cho các vật rắn dạng 

khối. Theo cách thông thường 

khi định nghĩa những  đại lượng 

cơ bản của một hệ ở kích thước 

vĩ mô ta thường  đề cập đến tính 

 



introduce the property per unit 

volume or mass. For example 

the magnetization is the 

magnetic moment per unit 

volume, and the bulk analog to 

the electric dipole moment, 

the electric polarization, 

should be represented by the 

electric dipole moment per 

unit volume. The relevant 

quantity is then evaluated 

within a small repeat unit - the 

unit cell - of the solid, and 

normalized with the volume of 

the chosen unit cell. The 

problem with this simple 

method in the case of electric 

polarization can be understood 

in the simple one-dimensional 

cartoon of Fig. 1: without 

performing any calculations, 

we can see that the two 

equally valid unit cells shown 

with dashed lines have 

completely opposite 

orientations of the 

polarization! 

This difficulty led to 

tremendous confusion in the 

field, with discussions as 

fundamental as whether the 

polarization (and related 

quantities such as the 

piezoelectric response) could 

be considered as intrinsic 

properties in bulk solids, or 

are in fact determined by 

details of the surface 

termination.  

The answer came gradually as 

chất trên một đơn vị thể tích hay 

khối lượng. Ví dụ như độ từ hóa 

là momen từ trên một đơn vị thể 

tích, tương tự độ phân cực điện 

được biểu diễn là momen lưỡng 

cực điện trên một đơn vị thể tích. 

Tức là, các đại lượng này được 

ước tính với một đơn vị lặp lại 

nhỏ nhất, gọi là ô đơn vị của chất 

rắn, và được chuẩn hóa với thể 

tích của ô đơn vị được chọn.  

Hình 1 biểu diễn những rắc rối 

gặp phải khi sử dụng phương 

pháp đơn giản này cho trường 

hợp độ phân cực điện qua ảnh 

một chiều đơn giản: không cần 

thực hiện bất kỳ tính toán nào, 

chúng ta có thể nhận thấy 2 ô 

đơn vị với giá trị bằng nhau, vẽ 

bằng các đường đứt nét, có sự 

định hướng phân cực hoàn toàn 

đối nhau.  

 

 

 

 

 

Việc này dẫn đến những vấn đề 

rất mơ hồ trong lĩnh vực này, 

người ta không biết có nên xét 

độ phân cực (và các đại lượng có 

liên quan như đáp ứng áp điện) 

như các tính chất bên trong chất 

rắn, hay nên xác định nó qua các 

đặc điểm của bề mặt phân cách.  

 

 

 

 

Câu trả lời dần hiện ra khi các 



researchers began to realize 

that in fact one should work 

with changes in polarization 

rather than with absolute 

values, because these are well-

defined, and can be compared 

to experimentally measurable 

observables [1]. Then the 

confusion was thoroughly 

resolved around 20 years ago 

with the introduction of the 

so-called Modern theory of 

polarization [2-4]. This very 

elegant theory showed 

rigorously that the polarization 

of a periodic system is in fact 

a lattice rather than a vector 

(do not worry, we will explain 

what this means later), and 

that the polarization lattice can 

be calculated quantum 

mechanically using electronic 

structure methods such as 

density-functional theory. 

 

The purpose of this paper is to 

introduce in the simplest 

possible terms the apparent 

difficulties associated with 

defining polarization in bulk 

solids, and the solutions 

provided by the modern 

theory. It is motivated by my 

having explained these 

concepts repeatedly to many 

and diverse students ranging 

from experimentalists with a 

casual interest in 

understanding obscure theory 

papers to beginning hard-core 

nhà nghiên cứu nhận ra rằng 

chúng ta nên xét các điện tích 

trong độ phân cực chứ không 

phải xét độ lớn của nó, vì chúng 

hoàn toàn  xác định và có thể so 

sánh với các giá trị thực nghiệm 

[1].  Sau đó  những rắc rối đó đã 

được giải quyết trong khoảng 20 

năm trước đây với sự ra đời của 

thuyết hiện đại về độ phân cực 

[2-4]. Lý thuyết tinh tế này  đã 

chứng minh một cách chặt chẽ 

rằng độ phân cực của một hệ 

tuần hoàn thực chất là một mạng  

chứ không phải một vecto 

(chúng tôi sẽ giải thích khái 

niệm này sau), và mạng phân 

cực có thể được tính toán  theo 

kiểu cơ học lượng tử bằng các 

phương pháp sử dụng cấu trúc 

điện tử như lý thuyết hàm mật 

độ. 

  

 

 

Mục tiêu của bài báo là  sử dụng 

những ngôn từ đơn giản nhất để 

trình bày những khó khăn hiển 

nhiên khi xác định độ phân cực 

trong vật rắn dạng khối và những 

cách giải quyết bằng thuyết hiện 

đại. Động cơ của nó xuất phát từ 

việc tôi đã phải giải thích những 

khái niệm này quá nhiều lần cho 

các sinh viên của tôi ở mọi lĩnh 

vực từ những người làm thực 

nghiệm bất chợt quan tâm đến 

việc tìm hiểu các bài báo lý 

thuyết chưa rõ ràng đến những 

nhà vật lý chất rắn mới bước vào 



theoretical solid-state 

physicists and quantum 

chemists.  

This paper in no way intends 

to substitute for the elegant 

early papers on the topic, nor 

the subsequent detailed and 

rigorous review papers which 

are referenced throughout.  

Indeed I hope that this 

informal introduction provides 

sufficient background for the 

reader to tackle these excellent 

papers without intimidation. 

 

 

2. Bulk periodicity, the 

polarization lattice and the 

polarization quantum 

We begin by reconciling the 

different values for 

polarization obtained for the 

different choices of unit cells 

in Fig. 1 by introducing a 

formal concept that at first 

sight is even more 

confusing—that is the multi-

valuedness of the bulk 

polarization. We will show, 

however, that a multi-valued 

polarization is a natural 

consequence of the periodicity 

in a bulk solid, and hopefully 

that it is actually not so 

frightening. We will see, in 

fact that changes in 

polarization - which are the 

quantities that are anyway 

measured in experiments - can 

be single valued and well 

con đường chuyên nghiệp và 

những nhà hóa học lượng tử.  

 

Bài báo này không hướng đến 

việc thay thế các bài báo tinh tế 

trước đây với cùng chủ đề, cũng 

như những bài báo tổng quan 

nghiêm túc và chi tiết sau đó, 

những bài báo đã được tham 

khảo rất nhiều . Thực ra tôi chỉ 

hi vọng bài báo sẽ cung cấp cho 

người đọc những kiến thức nền 

tảng cần thiết đủ để có thể hiểu 

được những bài báo hay trong 

lĩnh vực này mà không gặp bất 

kỳ trở ngại nào.  

2.Tính tuần hòan khối, mạng 

phân cực và  lượng tử phân cực 

  

Trước hết chúng ta chấp nhận 

các giá trị khác nhau của độ phân 

cực tương ứng với việc chọn các 

ô đơn vị khác nhau trong hình 1 

bằng cách đưa vào một khái 

niệm hình thức  mà thoạt nhìn có 

vẻ rối rắm hơn-đó là tính đa trị 

của độ phân cực khối. Tuy 

nhiên, chúng ta sẽ thấy  độ phân 

cực đa trị là kết quả tự nhiên của 

tính tuần hoàn trong  chất rắn 

dạng khối, và hoàn toàn có thể hi 

vọng là nó không hề đáng sợ 

chút nào. Chúng ta sẽ nhận ra 

rằng thật sự sựu thay đổi độ phân 

cực – là các giá trị đo được từ 

thực nghiệm bằng một cách nào 

đó – có thể  đơn trị và có thể xác 

định được, và một lần nữa chúng 

ta có thể ngủ ngon mà không cần 

lo lắng. 



defined, and we can once 

again sleep without anxiety. 

Fig. 1. One-dimensional chain 

of alternating anions and 

cations, spaced a distance a/2 

apart, where a is the lattice 

constant. The dashed lines 

indicate two representative 

unit cells which are used in the 

text for calculation of the 

polarization.  

We take the simplest possible 

example of a one-dimensional 

chain of singly charged 

alternating anions and 

cations—the closest real-life 

analog would be rock-salt 

structure sodium chloride 

along the [HI] direction. Look 

at Fig. 1 which shows such a 

chain with the atoms spaced a 

distance a/2 apart so that the 

lattice constant is a. The first 

thing to notice is that all of the 

ions are centers of inversion 

symmetry: if I sit on any ion 

and look to the left, then to the 

right I see no difference. So by 

definition this lattice is non-

polar. 

Now let‘s work out the 

polarization by calculating the 

dipole moment per unit length 

(the definition in three 

dimensions is dipole moment 

per unit volume) using in turn 

the two unit cells shown as the 

dashed rectangles to compute 

the local dipole moment. 

(Formally, different choices of 

 

 

Hình 1 Chuỗi anion và cation 

xen kẽ một chiều, cách nhau 

khoảng cách a/2, ở đây a là hằng 

số mạng. Các đường nét đứt chỉ 

hai ô đơn vị tiêu biểu được sử 

dụng trong tài liệu để tính toán 

độ phân cực. 

 

 

Chúng ta sẽ xét ví dụ đơn giản 

nhất, đó là chuỗi các anion và 

cation điện tích một đơn vị một 

chiều xen kẽ nhau – nó rất giống 

với cấu trúc  muối mỏ của Na Cl 

theo hướng [111].  Hình 1 biểu 

diễn một chuỗi nguyên tử như 

thế, khoảng cách giữa 2 điện tích 

trái dấu là a/2 nên có thể suy ra 

hằng số mạng là a. Điều đầu tiên 

cần chú ý là tất cả các ion đều là 

các tâm đối xứng nghịch đảo :  

 

 

nếu tôi đứng ở vị trí của một ion 

bất kì và nhìn về bên trái, sau đó 

nhìn qua phải tôi sẽ không thấy 

sự khác biệt. Vì thế có thể nói 

mạng này không phân cực. 

Bây giờ chúng ta hãy xét độ 

phân cực bằng cách tính momen 

lưỡng cực trên một đơn vị chiều 

dài (định nghĩa trong không gian 

3 chiều là momen lưỡng cực trên 

một đơn vị thể tích) bằng cách 

sử dụng 2 ô đơn vị  được biểu 

diễn dưới dạng các hình chữ nhật 

nét đứt để tính các momen lưỡng 

cực cục bộ. (Thông thường, việc 



unit cells correspond to 

different bases, that is 

different ways of specifying 

the positions of the atoms.) 

First, the cell on the left. 

Taking the left edge of the 

shell as the origin (x=0), we 

have an ion with charge -1 at 

position a/4, and an ion with 

charge +1 at position 3a/4. So 

the polarization, or dipole 

moment per unit length is 

 

in units of |e|. Immediately we 

have an apparent problem: 

using this method, our non-

polar chain has a non-zero 

polarization. 

I am afraid that things will get 

worse before they get better. 

Next, let‘s do the same 

exercise using the right-most 

unit cell. Again taking the left 

edge of the unit cell as the 

origin, this time there is a 

positively charged ion at 

position a/4, and a negatively 

charged ion at 3a/4. So 

 

Again a non-zero value, and 

this time different from the 

value we obtained using the 

other, equally valid unit cell, 

by an amount a. 

So what is going on here, and 

how can we connect it to 

physical reality? Well, if we 

were to repeat this exercise 

with many choices of unit cell 

(convince yourself by 

lựa chọn các ô đơn vị khác nhau 

tương ứng với các nền khác 

nhau, đó là  những cách khác 

nhau trong việc xác định vị trí 

của các nguyên tử). Đầu tiên là ô 

bên trái.  Chọn cạnh trái của ô là 

gốc tọa độ (x=0), chúng ta có 

một ion với điện tích -1 tại vị trí 

a/4, và một ion với điện tích +1 

tại vị trí 3a/4. Do đó độ phân 

cực, hay momen lưỡng cực trên 

một đơn vị chiều dài là : 

(3) 

theo đơn vị |e|. Lập tức chúng ta 

gặp vấn đề : với cách này, chuỗi 

không phân cực của chúng ta có 

độ phân cực khác không. 

 

Tôi e rằng mọi thứ sẽ tệ hơn 

trước khi chúng trở nên tốt hơn. 

Tiếp theo,  chúng ta làm một 

thao tác tương tự với ô phải 

cùng.  Cũng chọn cạnh trái của ô 

đơn vị làm gốc tọa độ, lần này có 

một ion mang điện  dương tại vị 

trí a/4 và một ion mang điện  âm 

tại 3a/4. Vì thế  

(4) 

 

Lại một giá trị khác không nữa, 

giá trị này khác với giá trị trước, 

trong khi chúng đều là các ô đơn 

vị bằng nhau với hằng số mạng 

là a. 

Vậy điều gì đã xảy ra và chúng 

có ý nghĩa vật lý như thế nào ? 

À, nếu chúng ta lặp lại  những 

thao tác này với các ô đơn vị 

khác nữa (bạn có thể chọn tùy ý 

một vài ô đơn vị và thử lại), 



choosing a couple of arbitrary 

unit cells and giving it a try!), 

we would obtain many values 

of polarization, with each 

value differing from the 

original value by an integer. 

We call this collection of 

polarization values the 

polarization lattice. In this 

case it is ..., — 5/2, — 3/2, —

1/2, 1/2, 3/2, 5/2 .... Notice 

that the lattice of polarization 

values is symmetric about the 

origin. In fact this is the 

signature of a non-polar 

structure: the polarization 

lattice may or may not contain 

zero as one of its elements, but 

it must be centrosym- metric 

around zero. 

 

Now what is the significance 

of the spacing (in this case 1) 

between the allowed values? 

Well, imagine removing an 

electron from one of the 

anions in the lattice (leaving a 

neutral atom) and moving it 

by one unit cell to put it on the 

next anion to the right. 

Because of the periodic 

boundary conditions of the 

infinite lattice, the next anion 

simultaneously has its electron 

removed and moved one unit 

cell to the right, and so it is 

able to accept the incoming 

electron and appear 

unchanged at the end of the 

process. There has been no 

chúng ta có thể nhận được rất 

nhiều giá trị độ phân cực khác 

nhau, mỗi giá trị sẽ khác với giá 

trị ban đầu một số nguyên. 

Chúng ta gọi tập hợp các giá trị 

phân cực này là mạng phân cực. 

trong trường hợp này nó là …,-

5/2, -3/2, -1/2, ½, 3/2, 5/2, …  

 

 

 

chú ý là dãy các giá trị phân cực 

đối xứng qua gốc tọa độ.  

Thực ra đây chính là dấu hiệu 

của cấu trúc không phân cực : 

mạng phân cực có thể chứa hoặc 

không chứa giá trị 0 như một 

trong những phần tử của nó, 

nhưng nó nhất thiết phải đối 

xứng tâm quanh giá trị 0. 

 

Bây giờ (trong trường hợp 1 này) 

ý nghĩa của khoảng cách giữa 

các giá trị được phép là gì ? Bây 

giờ hãy tưởng tượng ta lấy đi 

một điện tử từ một trong các 

anion trong mạng (làm cho 

nguyên tử trung hòa) và chuyển 

nó qua một ô đơn vị  vào anion 

kế tiếp ở bên phải. Do điều kiện 

biên tuần hoàn trong mạng vô 

hạn, anion kế tiếp  cũng có 

electron được tách khỏi và  di 

chuyển một ô đơn vị sang bên 

phải, và  vì vậy nó có thể nhận 

một e đến và không có sự thay 

đổi nào tại cuối quá trình.  

Không có sự thay đổi về mặt vật 

lý của hệ bắt nguồn từ sự tái định 

vị của các electron một ô đơn vị 



change in the physics of the 

system resulting from the 

relocation of the electrons by 

one unit cell to the right. But 

what has happened to the 

polarization? Well, in each 

unit cell a charge of — 1 has 

moved a distance a, changing 

the dipole moment by — a and 

the polarization by — 1. We 

can clearly perform this 

thought experiment any 

number of times, and in either 

direction, changing the 

polarization by any integer 

without changing the physical 

system! We call the value of 

polarization resulting from 

moving one electron by one 

unit cell the polarization 

quantum, Pq. In one 

dimension it is equal to the 

lattice constant divided by the 

length of the unit cell, which 

is of course one (in units of 

the electronic charge). Going 

back to the polarization lattice 

of our non-polar chain, we see 

that its polarization values 

correspond to half-polarization 

quanta. In fact all 

onedimensional non-polar 

systems have polarization 

lattices of either 

0 + nPq or Pq/2 + nPq 

(this is discussed very nicely 

at greater length in Ref. [5]). 

If this all seems too esoteric, 

please bear with me for one 

more paragraph by which time 

sang bên phải. Nhưng chuyện gì 

xảy ra với độ phân cực ? À, 

trong mỗi ô đơn vị, một điện tích 

-1 đã di chuyển một khoảng a, 

thay đổi momen lưỡng cực  một 

lượng –a và độ phân cực  một 

lượng -1. Chúng ta có thể thực 

hiện thí nghiệm  tưởng tượng 

này bao nhiêu lần cũng được, và  

theo cả hai hướng, việc thay đổi 

độ phân cực một lượng bằng bất 

kì số nguyên nào đều không làm 

thay đổi hệ vật lý! Ta gọi giá trị 

của độ phân cực có được từ sự di 

chuyển điện tử một ô đơn vị là 

lượng tử phân cực Pq.  

 

 

 

 

Trong trường hợp một chiều, nó 

bằng hằng số mạng chia cho 

chiều dài của ô đơn vị ( theo đơn 

vị điện tích). Trở lại mạng phân 

cực trong chuỗi không phân cực 

của chúng ta, ta có thể thấy rằng 

các giá trị phân cực của nó tương 

ứng với nửa lượng tử phân cực. 

Thực tế, hầu hết các hệ không 

phân cực 1 chiều đều có mạng 

phân cực là 0 ± nPq hay Pq/2 ± 

nPq (điều này được trình bày rất 

kỹ  trong tài liệu tham khảo [5]) 

 

 

 

 

Nếu tất cả những điều này có vẻ 

quá hàn lâm thì xin  cố chịu 

đựng một đoạn nữa đến lúc mọi 



I hope things should start 

making sense. First, let‘s think 

about how we measure 

electrical polarization, and 

what a reported measured 

polarization really means. 

Look at Fig. 2—this is a 

cartoon of a standard way of 

measuring the electrical 

polarization using a so-called 

Sawyer-Tower circuit. In the 

high temperature, paraelectric 

structure, the material consists 

of equally spaced anions and 

cations; the positions of the 

cations in the paraelectric 

structure are shown by the 

pale pink circles, and their 

connections to the anions by 

the dashed-line bonds. At low 

temperature, the cations shift 

off-center relative to the 

cations, as indicated by the 

solid pink circles. On the left 

the material has become 

polarized in the up direction as 

a result of the cation sublattice 

displacing upwards relative to 

the anion sub-lattice. This 

could happen, for example 

during a ferroelectric phase 

transition with an external 

electric field applied in the up 

direction. Electrons 

accumulate at the upper 

electrode, and holes (or a 

depletion of electrons) at the 

lower electrode in order to 

screen the surface charge 

resulting from the ionic 

thứ bắt đầu trở nên rõ ràng. Đầu 

tiên, hãy nghĩ làm sao chúng ta 

đo được độ phân cực điện, và  độ 

phân cực đo được thực sự có ý 

nghĩa gì. Nhìn vào hình 2-đây là 

hình ảnh của phương pháp chuẩn 

dùng để đo sự phân cực điện 

bằng cách sử dụng mạch 

Sawyer-Tower. Tại nhiệt độ cao, 

cấu trúc thuận điện, vật liệu bao 

gồm các anion và cation cách 

đều nhau; vị trí của các cation 

trong cấu trúc thuận điện được 

biểu diễn bằng các vòng tròn 

màu hồng nhạt, và các liên kết 

giữa chúng với các anion được 

biểu diễn bởi các liên kết đứt 

khúc.  

 

 

Tại nhiệt độ thấp, các cation bị 

lệch tâm so với cation và được kí 

hiệu bằng các vòng tròn màu 

hồng đậm. Ở bên trái vật liệu trở 

nên phân cực theo hướng lên 

như là kết quả của việc tiểu 

mạng cation dịch chuyển lên trên 

so với tiểu mạng anion. Điều này 

có thể xảy ra, ví dụ như trong  

dịch chuyển pha sắt điện với một 

điện trường bên ngoài áp vào 

theo hướng lên. Điện tử tích tụ 

tại điện cực trên, và lỗ trống 

(hoặc một sự suy giảm của các 

electron) tại điện cực dưới để 

ngăn cản tích điện bề mặt do 

việc dịch chuyển ion.  

 

 

 



displacements. In fact, on each 

electrode, the accumulated 

charge per unit area is exactly 

equal to the polarization of the 

sample. So if we could 

measure the amount of charge 

accumulation we would have a 

direct measure of the 

polarization. But how can we 

do this? Well, next, imagine 

reversing the orientation of the 

polarization - for example by 

applying an external electric 

field in the down direction - to 

reach the configuration on the 

right. Now electrons 

accumulate at the lower 

electrode and holes at the 

upper electrode to achieve the 

screening. They achieve this 

by flowing through the 

external circuit connecting the 

two electrodes, where they can 

be counted by comparing the 

voltage across the series 

reference capacitor then using 

Q= CV! The amount of charge 

per unit area of electrode that 

flows during the transition is 

equal to the change in 

polarization between the up- 

and down-polarized states; the 

‗‗effective‘‘ value of 

polarization which is reported 

- and which is usually referred 

to as the spontaneous 

polarization - is half of this 

number. 

Now, bearing in mind that 

what is measured in an 

Trong thực tế, trên mỗi điện cực, 

điện tích tích lũy trên một đơn vị 

diện tích đúng bằng độ phân cực 

của mẫu. Vì vậy, nếu chúng ta có 

thể đo lượng điện tích, chúng ta 

sẽ có một biện pháp trực tiếp đo 

độ phân cực. Nhưng làm thế nào 

chúng ta có thể làm điều này? 

Vâng, tiếp theo, hãy tưởng tượng 

chúng ta sẽ đổi hướng phân cực 

– chẳng hạn như áp một điện 

trường ngoài theo hướng xuống 

– giống như trong hình bên phải.  

 

 

Bây giờ điện tử sẽ tích tụ tại điện 

cực dưới và lỗ trống tích tụ tại 

điện cực trên để đạt được sự che 

chắn. Chúng đạt được điều này 

bằng cách chảy ra mạch ngoài 

đang nối với 2 điện cực, tại đây 

chúng có thể được đếm bằng 

cách so sánh điện áp qua tụ điện 

quy chiếu nối tiếp bằng công 

thức Q=CV! Lượng điện tích 

trên một đơn vị diện tích điện 

cực chảy qua trong quá trình 

chuyển đổi bằng sự thay đổi độ 

phân cực giữa các trạng thái 

phân cực lên và xuống; giá trị 

―hiệu dụng‖ của độ phân cực 

được ghi nhận – và đại lượng 

thường được gọi là độ phân cực 

tự phát – bằng ½  số này.  

 

 

 

 

Bây giờ hãy ghi nhớ là những gì 

được đo trong thí nghiệm là  sự 



experiment is a change in 

polarization, let‘s go back to 

our cartoon one-dimensional 

model and make some sense 

out of this  

 

In the upper part ofFig. 3 we 

repro-duce the non-polar one-

dimensional chain ofFig. 1, 

and below itwe show a similar 

chain in which the cations 

have been displaced by a 

distance d relative to the 

anions in the manner of a 

ferro-electric distortion to 

create a polar system. Let‘s 

repeat our earlier exercise of 

calculating the polarization 

using the two unit cells shown 

as the dashed rectangles. 

  

In the left hand case 

 

and in the right hand case 

 

Again the two answers are 

different, but this time that 

does not worry us, because we 

recognize that they differ by 

exactly one polarization 

quantum. Next comes the key 

point: let‘s calculate the 

change in polarization 

between the polar and non-

polar chains using each unit 

cell as our basis. First for the 

cell on the left 

 

 

 

thay đổi độ phân cực, hãy trở lại 

hình ảnh của chúng ta về mô 

hình một chiều và rút ra ý nghĩa 

của khái niệm đa trị.  

 

 

Trong phần trên của hình 3 

chúng tôi vẽ lại các chuỗi một 

chiều không phân cực trong hình 

1, và bên dưới nó ta thấy một 

chuỗi tương tự trong đó các 

cation đã thay đổi vị trí một 

khoảng d so với các anion theo 

cách làm biến đổi sắt điện để tạo 

ra một hệ phân cực. Chúng ta 

hãy lặp lại bài toán trước đó của 

chúng ta về việc tính độ phân 

cực bằng cách sử dụng 2 ô đơn 

vị  được biểu diễn dưới dạng các 

hình chữ nhật nét đứt. 

 

Trường hợp bên tay trái 

(5) 

Và trường hợp bên tay phải  

(6) 

Một lần nữa 2 kết quả lại khác 

nhau, nhưng lần này chúng 

không làm ta lo lắng bởi vì 

chúng ta nhận thấy rằng chúng 

khác nhau đúng bằng một lượng 

tử phân cực. Tiếp theo chúng ta 

hãy chuyển đến một vấn đề quan 

trọng : tính sự thay đổi độ phân 

cực giữa chuỗi phân cực và 

không phân cực sử dụng mỗi ô 

đơn vị làm cơ sở.  Đầu tiên với ô 

bên tay trái  

(7) 

Và  đối với ô bên phải  

(8) 



In both cases the change in 

polarization between polar and 

non-polar chains is the same. 

In fact this would have been 

the case whatever unit cell we 

had chosen to make the 

calculation. So, while the 

absolute value of polarization 

in a bulk, periodic system, is 

multi-valued, the change in 

polarization – which 

remembers the quantity that 

can be measured in an 

experiment – is single valued 

and well defined, provided 

that we stick with the same 

choice of unit cell and basis 

throughout the analysis. 

 

Just to really drive the point 

home, in Fig. 4 we plot the 

polarization of the ideal one-

dimensional ionic chain as a 

function of the displacement 

of the cations (as a fraction of 

the lattice constant) from their 

non-polar positions. As we 

calculated earlier, for zero 

displacement the polarization 

lattice is centrosymmetric and 

consists of all half-integer 

values (black circles). As the 

displacement increases, the 

polarization increases linearly 

and by the same amount along 

each branch of the polarization 

lattice (labeled by n !$1, 0,1 

etc.) The branches are always 

separated from each other by 

the same amount, the 

Trong cả hai trường hợp sự thay 

đổi độ phân cực giữa  chuỗi phân 

cực và không phân cực là như 

nhau. Thực sự, điều này đúng 

đối với bất kỳ ô đơn vị nào mà 

chúng ta đã chọn để thực hiện 

tính toán. Vì vậy, trong khi giá 

trị tuyệt đối của độ phân cực 

trong hệ tuần hoàn khối là đa trị, 

thì sự thay đổi độ phân cực – là 

giá trị có thể được đo trong thực 

nghiệm – là  đơn trị và hoàn toàn 

xác định, với điều kiện chúng ta 

sử dụng cùng một cách chọn ô 

đơn vị và cơ sở trong toàn bộ 

quá trình phân tích. Phew. 

 

 

 

Trở lại điểm ban đầu, trong hình 

4, chúng ta vẽ đồ thị độ phân cực 

của chuỗi ion một chiều lí tưởng 

theo sự thay đổi vị trí của các 

cation (như một phần của hằng 

số mạng) từ các vị trí không 

phân cực của chúng. Như chúng 

ta đã tính toán trước đó, đối với 

sự thay đổi vị trí bằng không, 

mạng phân cực có tâm đối xứng 

và bao gồm tất cả các giá trị bán 

nguyên (các đường tròn màu 

đen). Khi sự thay đổi vị trí tăng 

lên, độ phân cực tăng tuyến tính 

với lượng bằng nhau trong mỗi 

nhánh của mạng phân cực (ký 

hiệu là n = -1,0,1 v.v). Các 

nhánh thường cách nhau một 

khoảng như nhau, tức là bằng 

lượng tử phân cực,  bằng 1 trong 

trường hợp này.  



polarization quantum, which is 

equal to 1 in this case. The 

dashed lines on the n ! 1 

branch show that for a 

displacement of 0.25a , the 

polarization increases from 0.5 

to 0.75, and so the change in 

polarization is 0.25. An 

identical change in 

polarization is obtained for the 

same displacement on any of 

the other branches. If the 

displacement is increased 

artificially to 0.5 – that is half 

of the unit cell – the ions end 

up on top of each other. In our 

thought experiment the 

polarization is now formally 

identical on two branches of 

the polarization lattice which 

could have some unusual 

conse-quences, although in 

practice we would have 

achieved nuclear fusion which 

would likely dominate the 

physics 

Fig. 2. Schematic of the 

Sawyer-Tower method of 

measuring ferroelectric 

polarization. The material on 

the left is polarized in the up 

direction and its surface 

charge is screened by 

electrons in the upper 

electrode and holes in the 

lower electrode. When the 

polarization is switched 

(right), electrons and holes 

flow through the external 

circuit to screen the new 

 

Đường đứt khúc trong nhánh 

n=1 cho thấy đối với sự thay đổi 

vị trí 0.25a, độ phân cực tăng từ 

0.5 lên 0.75, và do đó sự thay đổi 

độ phân cực là 0.25. Trên bất kỳ 

nhánh nào khác, sự thay đổi độ 

phân cực đối với cùng một độ 

dịch chuyển vị trí cũng tương tự. 

Nếu sự dịch chuyển tăng lên 0.5 

– tức bằng phân nửa ô đơn vị - 

thì các ion sẽ kết thúc ở trên 

nhau.  

 

 

Trong thí nghiệm tưởng tượng 

của chúng tôi, độ phân cực giống 

nhau trên 2 nhánh của mạng 

phân cực có thể tạo ra những hệ 

quả đặc biệt, mặc dù vậy trong 

thực tế, chúng ta đã đạt được 

phản ứng tổng hợp hạt nhân có 

khả năng chiếm ưu thế trong vật 

lý. 

 

Hình 2. Sơ đồ phương pháp 

Sawyer-Tower để đo sự phân 

cực sắt điện. Vật liệu bên trái có 

hướng phân cực đi lên và điện 

tích bề mặt của nó bị che chắn 

bởi các electron ở điện cực phía 

trên và lổ trống ở điện cực bên 

dưới. Khi sự phân cực đảo ngược 

lại (phải), electron và lổ trống 

chảy qua mạch ngoài để che 

chắn các điện tích bề mặt ngược 

dấu mới và được ghi nhận bằng 



opposite surface charges, and 

are counted by comparing the 

voltage across the material 

with that across a reference 

capacitor.    

Fig. 3. The upper panel 

reproduces the one-

dimensional chain of 

alternating anions and cations 

of Fig. 1. In the lower panel, 

the cations are displaced to the 

right by a distance d relative to 

the anions, with the vertical 

dotted lines indicating their 

original positions.  

 

Fig. 4. Polarization as a 

function of the displacement, 

d, of the cations in the 1D 

chain of Fig. 3. The 

polarization lattice is zero-

centered, and the branches are 

separated by the polarization 

quantum. Notice that the 

branches of the lattice run 

exactly parallel to each other, 

so that differences in 

polarization along each branch 

for the same displacement are 

identical. 

2.1. Extension to three 

dimensions 

The one-dimensional example 

that we chose here for 

simplicity is not entirely 

without physical relevance; 

for example ferroelectric or 

polar polymers closely 

resemble one-dimensional 

chains. Such an application is 

cách so sánh điện áp đi qua vật 

liệu với điện áp qua tụ điện quy 

chiếu. 

 

Hình 3 Bảng trên tạo lại một 

chuỗi các anion và cation một 

chiều xen kẽ nhau của Hình 1. Ở 

panel phía dưới, các cation dịch 

sang bên phải một khoảng d so 

với các anion, còn các đường nét 

đứt thẳng đứng chỉ vị trí ban đầu 

của chúng. 

Hình 4  Độ phân cực như một 

hàm theo sự thay đổi vị trí d, của 

các cation trong chuỗi một chiều 

ở Hình 3. Mạng phân cực không 

có tâm, và các nhánh cách nhau 

một lượng tử phân cực. Chú ý 

rằng các nhánh của mạng song 

song với nhau, vì vậy sự chênh 

lệch độ phân cực dọc theo mỗi 

nhánh đối với cùng một độ dịch 

chuyển vị trí là như nhau. 

2.1 Mở rộng cho trường hợp ba 

chiều 

Ví dụ một chiều mà chúng ta vừa 

mô tả ở trên chỉ nhằm mục đích 

đơn giản hóa vấn đề chứ không 

hề có một hệ vật lý nào hoàn 

toàn giống với mô hình đó; các 

polyme phân cực và sắt điện có 

thể gần giống với chuỗi một 



discussed in Ref. [6], along 

with an excellent analysis of 

the development of an infinite 

chain from a finite one. In 

most cases, however, we are 

interested in threedimensional 

systems.  

 

 

Fortunately the extension to 

three dimensions is 

straightforward conceptually, 

if a little bit tricky in practice: 

in three dimensions, the 

allowed values of polarization 

form a three-dimensional 

lattice, with values spaced by 

 

 

 

 

 

where e is the electronic 

charge, Q is the unit cell 

volume, and R = ^iniRi is any 

lattice vector, with Ri the 

length of the ith primitive 

basis vector. The units are 

now dipole per unit volume, or 

charge per unit area—often 

polarizations in practical 

ferro- electrics are reported in 

mCcm-2. There are now three 

polarization quanta - one for 

each direction of the basis 

vectors - given by 

Pq,i = O eR,. (9) 

 

 

 

chiều. Một ứng dụng như vậy 

được thảo luận trong Tài liệu 

tham khảo. [6], cùng với một 

phân tích rất hay về quá trình 

xây dựng chuỗi vô hạn từ một 

chuỗi hữu hạn. Tuy nhiên, trong 

đa số các trường hợp, chúng ta 

chỉ quan tâm đến các hệ ba 

chiều. May mắn thay, việc mở 

rộng cho trường hợp ba chiều rất 

đơn giản về mặt khái niệm, chỉ 

có một chút khó khăn trong thực 

tế: trong trường hợp ba chiều, 

các giá trị được phép của độ 

phân cực hình thành một mạng 

ba chiều, với các giá trị cách 

nhau  

 

trong đó e là điện tích electron, 

Q là thể tích ô đơn vị, và R = ^ 

iniRi là bất kỳ vector mạng nào, 

với Ri chiều dài của vector cơ sở 

sơ đẳng thứ i. Bây giờ đơn vị sẽ 

là lưỡng cực trên một đơn vị thể 

tích, hoặc điện tích trên một đơn 

vị diện tích, thường độ phân cực 

sắt điện được viết theo đơn vị 

mCcm-2. Hiện tại, có ba lượng 

tử phân cực –một lượng tử cho 

mỗi hướng của các vector cơ sở -

có dạng 

PQ, i = O Er,.              (9) 



If the spontaneous polarization 

lies along a general direction 

that is not a lattice vector, it is 

obtained from the projection 

of the three-dimensional 

polarization lattice onto the 

relevant direction in real 

space. 

As an example, let‘s look at 

the case of the prototype 

multiferroic material, 

perovskite-structure bismuth 

ferrite, BiFeO3. Bulk BiFeO3 

is rhombohedral, and the 

spontaneous polarization 

points along the [111] 

direction of the simple 

perovskite cube, which is also 

the [111] direction of the 

rhombohedral cell. For the 

ideal rhombohedral angle of 

60°, the usual basis vectors 

are, in terms of the unit 

Cartesian basis vectors, x, y 

and Z, and the primitive cubic 

lattice constant, a0 

R1 = a0[x ,y ,0], 

R2 = a0[x ,0Z], 

R3 = a0[0,y ,Z], 

 

and different branches on the 

polarization lattice differ by 

any linear combination of any 

integer multiple of e/Q 

multiplied by these vectors. 

To obtain the spontaneous 

polarization along the [111] 

direction, the component of 

polarization along only one of 

the lattice vectors needs to be 

Nếu độ phân cực tự phát nằm 

dọc theo hướng tổng quát không 

trùng với vector mạng, chúng ta 

sẽ chiếu mạng phân cực ba chiều 

lên hướng có liên quan trong 

không gian thực. 

Ví dụ, chúng ta hãy xét trường  

hợp vật liệu tổ hợp sắt từ/sắt điện 

nguyên mẫu, bismuth ferrite cấu 

trúc perovskite, BiFeO3. BiFeO3 

khối có dạng sáu mặt thoi, và độ 

phân cực tự phát nằm dọc theo 

hướng [111] của ô perovskite 

đơn giản, cũng nằm theo hướng 

[111] của ô sáu mặt thoi. Đối với 

góc sáu mặt thoi lý tưởng 60°, 

các vectơ cơ sở thông thường 

tính theo các vector đơn vị 

Descartes cơ sở, x, y, z, và hằng 

số mạng ô sơ đẳng, a0 

R1 = a0 [x, y, 0], 

R2 = a0 [x, 0Z], 

R3 = a0 [0, y, z], 

và các nhánh khác nhau trên  

mạng phân cực khác với bất kỳ 

tổ hợp tuyến tính nào của  bội số 

nguyên e/Q nhân với những 

vectơ này. Để có được độ phân 

cực tự phát theo hướng [111], 

chúng ta chỉ cần tính thành phần 

phân cực dọc theo một trong các 

vector mạng bởi vì qua phép đối 



calculated because by 

symmetry the components 

along the other lattice vectors 

are identical. Then the 

polarization along the [111] 

direction is three times the 

projection of one component 

onto this direction, that is 3^/| 

times the polarization along a 

lattice vector. Since each 

polarization component along 

the lattice vectors was defined 

modulo eRi/Q, the sum of the 

projections of7 these 

polarization quanta onto the 

[111] direction - 3 x e/Qy^R - 

gives the polarization quantum 

along that direction. 

 

When the symmetry is lower, 

for example in the monoclinic 

structure of strained BiFeO3, 

the direction of the 

spontaneous polarization can 

often not be determined by 

inspection. Then the best way 

to proceed is to calculate the 

full polarization lattices for the 

structure of interest and a 

high-symmetry reference 

structure and to extract the 

spontaneous polarization by 

taking the difference. In this 

case, it is often necessary to 

also calculate the polarization 

lattices at intermediate 

distortions to determine how 

to correctly connect the lattice 

points.  

Two more subtleties to note: 

xứng các thành phần dọc theo 

các vector mạng khác cũng 

tương tự. Thế thì, độ phân cực 

dọc theo hướng [111] bằng ba 

lần hình chiếu của một thành 

phần trên hướng này, tức là 3 ^ / 

| nhân độ phân cực dọc theo một 

vector mạng. Vì mỗi thành phần 

phân cực dọc theo các vector 

mạng được định nghĩa là mô đun 

eRi / Q, tổng hình chiếu của 

những lượng tử phân cực này 

trên hướng [111] - 3 xe / Qy ^ R 

– cho chúng ta lượng tử phân 

cực dọc theo hướng đó. 

 

Đối với những mạng có tính đối 

xứng thấp hơn, chẳng hạn như 

cấu trúc đơn tà của BiFeO3 bị 

kéo căng, chúng ta có thể xác 

định hướng phân cực tự phát  

bằng cách kiểm tra. Thế thì, cách 

tốt nhất để xử lý là tính toán toàn 

bộ các mạng phân cực của cấu 

trúc đang xét và cấu trúc quy 

chiếu đối xứng cao và rút ra độ 

phân cực tự phát bằng cách lấy 

difference (hiệu, sai phân). 

Trong trường hợp này, có thể 

chúng ta cần tính các mạng phân 

cực tại các biến dạng trung gian 

để xác định cách kết nối chính 

xác với các điểm mạng.  



first, it is clear from this 

discussion that if the shape 

and/or size of the unit cell is 

changed - for example to 

accommodate a different 

magnetic ordering, tilt pattern 

of oxygen octahedra, or in 

response to applied strain - the 

polarization lattice and 

quantum will change 

accordingly. Ref. [7] provides 

an excellent discussion of the 

consequences of this in the 

context of piezoelectric 

response. And second, in non-

magnetic systems, the 

polarization quantum is 

usually multiplied by an 

additional factor of two 

because the up- and down-spin 

electrons are equivalent, and 

shifting an up-spin electron by 

a lattice vector also shifts the 

corresponding down-spin 

electron. 

 

3. Wannier representation 

and Berry phase 

 

In the previous section we 

discussed the multi-valuedness 

of the polarization in a bulk 

periodic solid and reconciled it 

with what can be measured 

experimentally for the simple 

example of an array of ions. 

Of course in a real solid, there 

is (thankfully) more chemistry 

to take care of.  

 

Có hai điều tinh tế nữa mà chúng 

ta nên chú ý: thứ nhất, từ phần 

thảo luận ở trên rõ ràng chúng ta 

thấy nếu hình dạng hoặc kích 

thước ô đơn vị thay đổi – chẳng 

hạn để chứa được trật tự từ khác, 

theo kiểu nghiêng của oxy 

octahedra, hoặc đáp ứng với áp 

lực đặt vào - mạng phân cực và 

lượng tử phân cực sẽ thay đổi 

theo.Tài liệu tham khảo. [7] cho 

chúng ta một phân tích rất hay về 

hệ quả của hiện tượng này trong 

khuôn khổ đáp ứng áp điện. Và 

thứ hai, trong các hệ thống phi từ 

tính, lượng tử phân cực thường 

được nhân với hệ số bổ sung là 2 

do các electron spin up và down 

tương đương nhau, và sự dịch 

chuyển một electron spin up một 

vector mạng cũng dịch chuyển 

electron spin down tương ứng. 

3.  Biểu diễn Wannier  và pha 

Berry 

Trong phần trước chúng ta đã 

thảo luận về tính đa trị của độ 

phân cực trong vật liệu rắn tuần 

hoàn dạng khối và kết nối nó với 

những gì đo được từ thực 

nghiệm qua ví dụ đơn giản về 

chuỗi các ion. Tất nhiên, trong 

một chất rắn thực, có thêm nhiều 

vấn đề liên quan đến tính chất 



 

In this section we will first 

explain how this chemistry 

can be incorporated rather 

simply by extending the ionic 

model through the method of 

Wannier functions. (A similar 

approach is followed in Ref. 

[8], where an algorithm is 

developed that is particularly 

suited to localized-basis 

quantum chemistry codes.) 

Once we are comfortable with 

this conceptually we will 

move on to the real meat of 

the modern theory of 

polarization—the Berry phase 

method. 

 

Remember that the Wannier 

function, wn(r), in unit cell R 

associated with band n is 

defined as 

 

where Cnk(r) = elkrunk(r) are 

the Bloch functions, written as 

usual in terms of the cell-

periodic part, unk(r). Here O 

is the unit cell volume, and the 

integral is over the Brillouin 

zone. 

 

Unlike the Bloch functions 

which are delocalized in 

space, the Wannier functions 

are localized. As a result they 

are often used in visualization 

of chemical bonding, as well 

as for basis sets in electronic 

structure calculations, where 

hóa học mà chúng ta cần xét đến 

(thuận lợi). Trong phần này, 

chúng ta sẽ làm rõ cách thức đưa 

những tính chất hóa học vào 

bằng cách mở rộng mô hình ion 

với phương pháp hàm Wannier. 

(Cách suy luận giống như  Tài 

liệu tham khảo. [8], trong đó 

thuật toán được xây dựng đặc 

biệt thích hợp với các mã hóa 

lượng tử cơ sở cục bộ hóa.) Một 

khi chúng ta đã hiểu rõ vấn đề 

này về mặt khái niệm, chúng ta 

sẽ chuyển sang phần chính của 

lý thuyết hiện đại về độ phân 

cực, phương pháp pha Berry. 

Như chúng ta đã biết, hàm 

Wannier, wn (r), trong một ô đơn 

vị R gắn với dãy n được định 

nghĩa là 

Trong đó CNK (r) = elkrunk (r) 

là các hàm Bloch, thường được 

viết theo phần tuần hoàn của ô, 

unk(r). Ở đây O là thể tích ô đơn 

vị, và tích phân tính trên  vùng 

Brillouin. 

Không giống các hàm Bloch 

không có tính cục bộ trong 

không gian, các hàm Wannier có 

tính chất cục bộ. Do đó, chúng 

thường được sử dụng để hình 

dung liên kết hóa học, cũng như 

các cấu hình cơ bản trong tính 



their minimal overlap can lead 

to favorable scaling with 

system size. They are relevant 

here, because their localized 

nature provides a convenient 

atomic-like description of the 

charge density in a solid: 

while we know in reality that 

the charge density in a solid is 

a continuous function, the 

localized picture will allow us 

to continue to calculate dipole 

moments by summing over 

charges multiplied by 

positions. 

 

 

 

Let‘s go back to our 1D chain, 

and relax the constraint that it 

is composed of point charge 

ions to give it some chemistry. 

If it is helpful you could think 

of it as say a chain of Na+ 

cations alternating with Cl- 

anions. In the following 

figures we associate pink with 

Na ions or electrons, and 

green with Cl ions or 

electrons. In Fig. 5 (left) we 

show the molecular orbitals 

that would form between two 

such ions in an Na-Cl 

‗‗molecule‘‘—the lower 

energy, bonding orbital is 

occupied by two electrons and 

more localized on the p orbital 

of the anion, and the higher 

energy, antibonding orbital is 

empty and consists primarily 

toán cấu trúc điện tử, sự xen phủ 

cực tiểu có thể dẫn đến sự thay 

đổi tỷ lệ kích thước hệ thống dễ 

dàng. Chúng sẽ được sử dụng ở 

đây, vì bản chất cục bộ của 

chúng sẽ cho chúng ta một mô tả 

mật độ điện tích kiểu nguyên tử 

thuận lợi trong chất rắn: trong 

khi trong thực tế chúng ta biết 

rằng mật độ điện tích trong chất 

rắn là một hàm liên tục, bức 

tranh cục bộ cho phép chúng ta 

tiếp tục tính toán các moment 

lưỡng cực bằng cách tính tổng 

của tích giữa điện tích với vị trí. 

Chúng ta hãy quay lại chuỗi một 

chiều, và nới lỏng ràng buộc - nó 

bao gồm các ion điện tích điểm 

để đưa vào một số tính chất hóa 

học. Nếu cần, bạn có thể xem nó 

như một chuỗi cation Na + xen 

kẽ với các anion Cl-. Trong 

những hình vẽ sau đây,  chúng ta 

gắn màu hồng với các ion Natri 

hoặc electron, và màu xanh với 

các ion Cl hoặc electron. Trong 

hình. 5 (trái), chúng ta thấy các 

orbital phân tử hình thành giữa 

hai ion như thế trong ''phân tử‖ 

Na-Cl-năng lượng thấp hơn, 

orbital liên kết bị chiếm bởi hai 

electron và cục bộ hóa hơn trên 

orbital p của anion, và năng 

lượng cao hơn, orbital phản liên 



of cation s character. The 

corresponding band structure 

cartoon is shown to the right; 

you can derive the dispersion 

using simple linear-

combination-of-atomic- 

orbital (LCAO) methods; see 

for example the book by Cox 

[9].  

 

 

 

 

 

 

In Fig. 6 we show a cartoon of 

our 1D chain again, but this 

time we have separated out the 

charge on the ions (all of 

which are +1, and which we 

continue to treat as point 

charges) from the charge on 

the electrons which are spread 

through the system, but piled 

up more on the anions than the 

cations. The blobs around the 

anions illustrate what we 

might expect the Wannier 

functions of the occupied band 

to look like, with each 

Wannier function containing 

two electrons. The character 

of the Wannier function is 

mostly Cl  p-like, with a little 

bit of Na s character, indicated 

by the slight pink tinge on the 

edges. Note that if we consider 

both of the electrons in each 

Wannier function to be 

associated with the Cl ion, 

kết trống, và chủ yếu là các 

cation đặc trưng s. Hình ảnh cấu 

trúc vùng tương ứng được biểu 

diễn bên phải, bạn có thể rút ra 

được dispersion bằng cách sử 

dụng phương pháp tổ hợp tuyến 

tính orbital nguyên tử (LCAO) 

đơn giản, xem ví dụ trong sách 

của Cox [9]. 

Dispersion: sự phân tán, hoặc ý 

tác giả muốn nói đến ―hệ thức 

tán sắc‖ 

Trong hình. 6, chúng tôi lại biểu 

diễn ảnh chuỗi một chiều, nhưng 

lần này chúng tôi đã tách điện 

tích trên các ion (tất cả đều là +1 

và chúng ta vẫn xem chúng như 

các điện tích điểm) với điện tích 

trên các electron, những hạt 

mang điện trải rộng khắp hệ 

thống, nhưng tích lũy trên các 

anion nhiều hơn trên cation. Các 

đốm màu xung quanh các anion 

minh họa kết quả suy ra từ các 

hàm Wannier về hình dạng của 

vùng bị chiếm, với mỗi hàm 

Wannier  chứa hai electron . Đặc 

trưng của hàm Wannier chủ yếu 

là Cl kiểu p, với chút ít Na đặc 

trưng s, được chỉ ra bằng màu 

hồng nhạt trên các biên. Chú ý 

rằng nếu chúng ta xem cả hai 

electron trong mỗi hàm Wannier 



then the formal charge on the 

Cl is % 1(the ionic charge) $ 2 

!$1, and that on the Na ion is 

% 1 % 0 !%1, and we recover 

our simple ionic model ofFigs. 

1 and 3.  

 

How should we now calculate 

the polarization of the chain? 

We would like again to reduce 

our polarization integral to a 

sum over localized charges 

multiplied by their positions. 

This is straightforward for the 

ions which we are still treating 

as point charges. For the 

electrons, it turns out that this 

procedure will work too. Since 

the Wannier functions are 

localized, we work out the 

average position of the 

electrons in the Wannier 

function, and treat them all as 

sitting at that point. This 

‗‗position‘‘ of the Wannier 

function is called theWannier 

center, rn. The Wannier center 

associated with band n is 

defined to be the expectation 

value of the position operator r 

for Wannier function wn 

 

Later we will find it useful to 

rewrite this expression in 

terms of the periodic cell 

functions using the 

momentum representation of 

the position operator r  

You can spend your next free 

Sunday morning showing that 

đều gắn với ion Cl, thì điện tích 

hình thức trên Cl là…..(điện tích 

ion)….., và trên ion Na 

là…….và chúng ta lại thu được 

mô hình ion đơn giản của chúng 

ta như ở hình 1 và 3. 

Bây giờ, chúng ta sẽ tính độ 

phân cực của chuỗi như thế nào? 

Một lần nữa, chúng ta lại muốn 

đưa tích phân độ phân cực của 

chúng ta về một tổng theo điện 

tích cục bộ nhân vị trí. Điều này 

rất dễ đối với các ion vì hiện tại 

chúng ta vẫn coi chúng là các 

điện tích điểm. Đối với các 

electron, hóa ra quy trình này 

cũng áp dụng được. Vì các hàm 

Wannier có tính cục bộ, chúng ta 

sẽ xét vị trí trung bình của các 

electron trong hàm Wannier, và 

xem tất cả chúng nằm ở điểm đó. 

―Vị trí‖ này của hàm Wannier  

được gọi là tâm Wannier, 

rn.Tâm Wannier  ứng với dãy n 

được định nghĩa là giá trị kỳ 

vọng của toán tử vị trí r đối với 

hàm Wannier  wn  

Sau đó, chúng ta thấy rằng sẽ rất 

tiện lợi nếu chúng ta viết biểu 

thức này theo các hàm của ô tuần 

hoàn dùng biểu diễn động lượng 

của toán tử vị trí r. 

Bạn có thể tận dụng buổi sáng 



Eqs. (11) and (12) are 

equivalent, take my word for 

it, or follow the derivation by 

Blount in Ref. [10] . 

 

 

 

With this concept of the 

Wannier center, the expression 

for polarization that we used 

previously for the ionic chain 

extends simply to a sum over 

the contribution from the point 

charge ions, plus a sum over 

the electronic charges centered 

at the Wannier centers of each 

occupied Wannier function, n 

 

Fig. 6. One-dimensional chain 

of alternating cations (pink 

positively charged ion cores) 

and anions (green positively 

charged ion cores with their 

associated negatively charged 

valence electron cloud). The 

dimensions and dashed unit 

cells are as in Fig. 1. (For 

interpretation of the references 

to color in this figure caption, 

the reader is referred to the 

web version of this article.) 

 

 

 Let‘s try it for the case of the 

left-hand unit cell in our 1D 

chain. In the non-polar case, 

we can see by symmetry that 

the Wannier center is at the 

same position as the green 

anion; remember now also that 

chủ nhật rãnh rỗi tuần tới để 

chứng minh rằng các phương 

trình (11) và (12) tương đương , 

hãy tin tôi, hoặc theo cách suy 

luận của Blount trong tài liệu 

tham khảo [10]. 

Với khái niệm tâm Wannier  

này, biểu thức độ phân cực mà 

chúng ta đã sử dụng trước đây 

cho chuỗi ion chỉ cần mở rộng 

cho tổng theo những đóng góp từ 

các ion điện tích điểm, cộng tổng 

trên các điện tích electron xung 

quanh các tâm Wannier của mỗi 

hàm Wannier bị chiếm, n  

Hình. 6. Chuỗi một chiều các 

cation (lõi ion mang điện dương 

màu hồng) và các anion (lõi ion 

mang điện dương màu xanh 

cùng với đám mây electron hóa 

trị mang điện âm tương ứng của 

chúng) xen kẽ nhau. Kích thước 

và các ô đơn vị đứt nét như trong 

hình. 1. (Về ý nghĩa của màu 

được sử dụng trong hình, người 

đọc có thể tham khảo phiên bản 

trực tuyến của bài báo.) 

Chúng ta hãy thử áp dụng nó cho 

trường hợp ô đơn vị bên trái 

trong chuỗi một chiều của chúng 

ta. Trong trường hợp không phân 

cực, bằng phép đối xứng, chúng 

ta có thể thấy rằng tâm Wannier 



the charge on all of the ions is 

+ 1, and that each Wannier 

function contains two 

electrons. So the dipole 

moment per unit length in the 

left unit cell is 

 

 

 

 

The same result as we 

obtained previously! This is as 

expected— the allowed values 

of the polarization lattice for a 

centrosym- metric structure 

are dictated by the symmetry 

of the crystal and the ionic 

charges, and are not modified 

by factors such as the details 

of the chemical bonding 

within the material. 

 

Now let‘s think about the off-

centered case, in the lower 

part of Fig. 6. As before, the 

cations have moved a distance 

d to the right, but this time the 

Wannier centers have also 

moved - by a distance D say - 

to the left. This occurs as the 

chemical bond between the 

near neighbor anion-cation 

pairs becomes stronger, and 

develops more cation s 

character, whereas that 

between the distant neighbor 

pairs weakens; you can think 

of it as a flow of electrons 

from the anion (which 

previously had all of the 

nằm cùng vị trí với anion xanh, 

bây giờ chúng ta cũng nhớ ra 

rằng điện tích trên tất cả các ion 

là + 1, và mỗi hàm Wannier 

chứa hai electron. Vì vậy, 

moment lưỡng cực trên một đơn 

vị chiều dài trong ô đơn vị bên 

trái  là 

Kết quả tương tự như trước đây! 

Điều này đúng như dự đoán, các 

giá trị cho phép của mạng phân 

cực đối với một cấu trúc đối 

xứng tâm được quyết định bởi 

tính đối xứng của tinh thể và các 

điện tích ion, và không bị thay 

đổi bởi các yếu tố chẳng hạn như 

đặc điểm của liên kết hóa học 

trong vật liệu. 

Bây giờ, chúng ta hãy xét trường 

hợp lệch tâm, ở phần dưới của 

hình. 6. Như trước đây, các 

cation đã di chuyển một khoảng 

cách d sang bên phải, nhưng lần 

này tâm Wannier cũng đã di 

chuyển - một khoảng cách D - 

sang trái. Điều này thể hiện ở 

chỗ liên kết hóa học giữa các cặp 

anion-cation lân cận gần nhau 

trở nên mạnh hơn, và hình thành 

thêm cation có đặc trưng s, trong 

khi giữa các cặp lân cận xa yếu, 

bạn có thể xem nó như dòng 

chảy của các electron từ anion 



valence electrons) toward the 

cation in the process of 

covalent bond formation. Let‘s 

see what this additional 

covalency does to the 

polarization 

(14) 

 

 

 

where f and 0 indicate the 

final (polar) and initial (high 

symmetry) 

positions/wavefunctions. 

Since the wavefunctions, at 

least at the Kohn-Sham level, 

are a direct output of standard 

electronic structure codes, Eq. 

(16) can be used to evaluate 

the polarization with only a 

small extension to a standard 

density functional theory code. 

(A rigorous extension to 

correlated, many-body 

wavefunc- tions also exists, 

see for example Refs. 

[11,12].) Notice of course that 

the issues discussed earlier 

about multi-valuedness of the 

polarization and the 

polarization lattice persist 

here, and in taking the 

difference in Eq. (16) one 

must be careful to remain on 

the same branch of the 

polarization lattice. 

 

 

If you are familiar with the 

concept of the Berry phase 

(trước đó nó đã có tất cả các 

electron hóa trị) về phía cation 

trong quá trình hình thành liên 

kết cộng hóa trị. Chúng ta hãy 

xét sự đồng hóa trị bổ sung này 

ảnh hưởng như thế nào đến độ 

phân cực 

(14) 

trong đó f và 0 chỉ các vị trí/các 

hàm sóng cuối cùng (phân cực) 

và ban đầu (đối xứng cao). Bởi 

vì các hàm sóng, ít nhất ở mức 

Kohn-Sham, là một đầu ra trực 

tiếp của các mã cấu trúc điện tử 

tiêu chuẩn, phương trình. (16) có 

thể được sử dụng để đánh giá độ 

phân cực chỉ với một phần mở 

rộng nhỏ sang mã lý thuyết hàm 

mật độ tiêu chuẩn. (Một phần 

mở rộng chặt chẽ sang các hàm 

sóng nhiều vật thể, tương quan 

cũng đã có sẵn, xem các tài liệu 

tham khảo. [11,12].) Một điều 

cần chú ý là hiển nhiên những 

vấn đề được thảo luận trước đây 

về tính đa trị của độ phân cực và  

mạng phân cực vẫn còn ở đây, 

và trong quá trình tính hiệu trong 

phương trình. (16) chúng ta phải 

cẩn thận để trả lại cùng một 

nhánh của mạng phân cực. 

Nếu bạn đã quen thuộc với các 

khái niệm về pha Berry [13] và 



[13] and its extension to 

periodic solids [14] you will 

recognize the integrals in Eq. 

(16) to be the Berry phase 

developed by the 

wavefunction unk as it evolves 

along the path k. As a result, 

the formalism for calculating 

polarization using this method 

is often called the Berry phase 

theory of polarization. Refs. 

[2,15,3,16] are the original 

papers providing the detailed 

derivations of the Berry phase 

formalism, and excellent 

reviews can be found in Refs. 

[17,18,5]. If you find the 

Berry phase concept too 

frightening, however, just 

stick with the Wannier 

function ideas, and regard Eq. 

(16) as a tool that we will see 

in Section 5 allows for 

convenient computation. 

 

 

3.1. Subtlety—gauge 

transformation! 

 

Those of you who have 

managed to stay awake and 

alert to this point might raise 

an objection: since the Bloch 

functions are defined only to 

within a phase factor, i.e. 

 

without changing any 

physically meaningful 

quantities, the Wannier 

functions are not uniquely 

sự mở rộng của nó sang các chất 

rắn tuần hoàn [14] bạn sẽ thấy 

rằng các tích phân trong phương 

trình (16) là pha Berry được xây 

dựng bởi hàm sóng unk khi nó 

tiến triển dọc theo đường k. Do 

đó, cơ sở lý luận để tính độ phân 

cực bằng phương pháp này cũng 

được gọi là lý thuyết pha Berry 

về độ phân cực. Các tài liệu tham 

khảo. [2,15,3,16] là những bài 

báo đầu tiên trình bày cơ sở lý 

luận về pha Berry, và các tài liệu 

tham khảo [17,18,5] đã trình bày 

những nội dung tổng quan rất 

hay. Tuy nhiên, nếu bạn thấy 

khái niệm pha Berry quá đáng 

sợ, bạn chỉ cần biết ý tưởng về 

hàm sóng Wannier, và xem 

phương trình (16) như một công 

cụ cho phép chúng ta tính toán 

thuận lợi. 

3.1.              Phép biến đổi gauge 

tinh tế! 

Những bạn vẫn giữ được tỉnh táo 

và nâng cao cảnh giác đến lúc 

này có thể phản đối: Vì các hàm  

Bloch được xác định sai khác 

nhau một thừa số pha, tức là 

mà không thay đổi bất kỳ đại 

lượng có ý nghĩa vật lý nào, các 

hàm Wannier không được xác 

định duy nhất! Do đó, các tâm 



defined! As a result, the 

Wannier centers, which we 

have just seen are crucial in 

defining the polarization, are 

also not uniquely defined. We 

are saved, however, by the 

fact that the sum over the 

Wannier centers in any given 

unit cell is well-defined - at 

least modulo the polarization 

quantum - and looking again 

at Eq. (13) we find that this is 

in fact the quantity that 

matters in defining the 

polarization. In practice, 

special choices of Wannier 

functions are often made in 

calculations of the 

polarization. The so-called 

Maximally localized Wannier 

functions in which the phases 

of the Bloch functions are 

chosen so as to minimize the 

sum of the mean squares of 

the positional spread [19] are 

particularly popular. 

Lastly, I want to emphasize 

that it is important to 

distinguish between the Born 

effective charge, which is a 

well-defined dynamical and 

measurable quantity, and the 

formal, static charge on an 

ion. The latter quantity, which 

reflects the number of 

electrons sitting at a particular 

ion site, depends on how you 

‗‗count‘‘, since there is not a 

unique way of deciding how 

to apportion the electrons in a 

Wannier, mà chúng ta đã thấy  

rất quan trọng trong việc xác 

định độ phân cực, cũng không 

được xác định duy nhất. Tuy 

nhiên, chúng ta có may mắn là, 

tổng trên các tâm Wannier trong 

bất kỳ ô đơn vị nào cũng hoàn 

toàn xác định - ít nhất là mô đun 

và lượng tử phân cực- và chúng 

ta hãy nhìn lại phương trình. 

(13), chúng ta thấy rằng đây là 

một đại lượng quan trọng trong 

việc xác định độ phân cực. 

Trong thực tế, việc lựa chọn các 

hàm Wannier đặc biệt thường 

được thực hiện trong quá trình 

tính toán độ phân cực. Các hàm 

Wannier có tên gọi cục bộ hóa 

cực đại, trong đó các pha của 

hàm Bloch được chọn để cực 

tiểu hóa tổng các bình phương 

trung bình của sự mở rộng vị trí 

[19] rất phổ biến. 

 



chemical bond to one ion or 

another. While the static 

charge indeed indicates a 

measure of the amount of 

covalency in a compound, it is 

not a good indicator of 

ferroelectricity, which is rather 

indicated by a change in 

covalency during ionic 

displacement.  

4. The concept of Bom 

effective charge 

At this stage I think it is 

appropriate to formally 

introduce the Born effective 

charge, which is a quantity 

that is very useful 

conceptually in thinking about 

ferroelectric polarization. In 

fact we have already seen the 

main idea, in Section 3, where 

we saw that the polarization 

resulting from the 

displacement of an ion could 

be different from that expected 

by multiplying its formal 

charge times its displacement, 

in the case when the Wannier 

center(s) move by a different 

amount than the ion cores. In 

fact in the example of Fig. 6, 

as the positive cations moved 

to the right, the Wannier 

centers shifted to the left, 

resulting in a larger overall 

polarization than we would 

have expected from the formal 

charges alone. We say that in 

this case the effective charges 

on the ions - the amount of 



charge that effectively 

contributes to the polarization 

during the displacement - are 

larger than the formal charges. 

This is formalized in the 

concept of the Born effective 

charge, Z*, which is defined 

as the change in polarization 

divided by the amount that an 

ion (or rather the periodic sub-

lattice of equivalent ions) is 

displaced 

The Born effective charge is a 

tensor: when an ionic sub-

lattice is displaced in direction 

i, there is of course a change 

in polarization along the 

displacement direction, but in 

addition, the polarization in 

perpendicular directions, j, can 

change. Turning this 

expression around we can see 

immediately what we have 

been discussing 

qualitatively—that the change 

in polarization is determined 

by these effective charges 

times their displacements, not 

by the formal charges 

The total polarization is then 

obtained by summing over the 

contributions from the 

displacements of all sub-

lattices. 

In materials that are 

ferroelectric, or that are close 

to a ferroelectric phase 

transition, the Born effective 

charges tend to be 

anomalously large, 



particularly on the atoms that 

displace the furthest from their 

high symmetry to their 

ferroelectric positions. For 

example in the prototypical 

ferroelectric PbTiO3, in which 

the formal charges are Pb + 2, 

Ti + 4 and O -2, the effective 

charges on the ions that are 

active during the ferroelectric 

phase transition are Pb + 3.9, 

Ti + 7.1 and O -5.8 [20]. This 

is consistent with the 

alternative, equivalent 

definition of the Born 

effective charge as the force 

induced on an ion by a 

uniform small electric field, E: 

Z*.- _eSh Zj - e SE,: 

In highly polarizable 

ferroelectrics, small electric 

fields generate large forces on 

the ions, mediated by the 

anomalously large Born 

effective charges. 

5. A few tips on getting a 

Berry phase calculation to 

work 

Finally we describe a few of 

the tricks and foibles that we 

have learned through 

(sometimes) bitter experience 

are needed to make a Berry 

phase calculation of the 

polarization both run and give 

the correct answer. We try to 

keep our comments general—

for the specifics of a particular 

code refer to the relevant 

manual. 



The first step is of course to 

calculate the structure (if 

required) and self-consistent 

charge density, as in any 

standard total energy 

calculation. Of course the 

charge density should be well-

converged with respect to the 

energy cutoff and k-point 

sampling. In addition, if one is 

interested in systems such as 

improper ferro- electrics with 

small polarization values 

[21,22], the ionic positions 

must be obtained with higher-

than-usual accuracy. An extra 

subtlety is to check that the 

system is insulating, and with 

the same number of bands 

occupied at every point in k-

space, otherwise the Berry 

phase is ill-defined. The 

relaxed ionic positions and 

self-consistent charge density 

are then used as an input to the 

Berry phase calculation. 

One then proceeds to calculate 

one of the Berry phase values 

on the right-hand side of Eq. 

(16), that is 

X j£,A e_"( 

where unk is the cell part of 

the Bloch function for the 

structure we are considering. 

First, the matrix elements are 

calculated by integrating along 

strings of k-points. Since S/Sk 

is a vector derivative the 

matrix elements should be 

computed along any three 



non-collinear directions; 

usually the lattice vectors are 

chosen. Then multiple strings 

in a particular direction are 

sampled so that an integration 

over the Brillouin zone can be 

performed (see Fig. 7). It is 

important to check 

convergence both with respect 

to the number of k-points 

along a string, and the number 

of strings used in the 

sampling, as the requirements 

can be quite different in each 

case [23]. Finally the values 

for all bands 

  

Fig. 7. Choice of the k-point 

grid for a Berry phase 

calculation of the polarization. 

Here the polarization is to be 

calculated along the z-

direction. The integration to 

obtain the Berry phase is 

carried out along four strings 

of k points centered around G 

in the kx-ky plane, with six 

sampling points along each 

string in the kz direction. The 

final Berry phase is obtained 

by averaging the values 

obtained from each of the four 

strings. 

Fig. 8. The black dots show 

the values of Berry phase 

obtained by integration along 

four k-point strings in the 

Brillouin zone. Clearly the 

average value is close to K, + 

the Berry phase quantum of 



2K. Mapping all of the values 

into the lowest phase branch 

then taking the simple average 

would lead to an incorrect 

result close to zero. 

n are summed [5]. One 

subtlety, which is sometimes 

not well taken care of in 

codes, concerns the procedure 

for averaging the Berry phase 

over the Brillouin zone. This 

is usually done by taking the 

sum of the Berry phase values 

at each k-point, weighted by 

the fractional contribution of 

the k-point. This procedure 

works well provided that the 

value from each k-point is on 

the same branch of the 

polarization lattice. Fig. 8 

illustrates a not-uncom- mon 

problem that can occur with 

some codes during the 

averaging procedure. Here the 

four black dots are typical 

values of the Berry phase 

output from a calculation. It is 

clear by human inspection that 

the average Berry phase is 

close to k, modulo the phase 

quantum of 2k. Taking a 

simple average of the obtained 

values, or even after mapping 

them into the range between + 

k, however, would result in an 

incorrect value close to zero. 

The correct value is obtained 

by mapping the values into a 

single branch - in the figure, 

moving the values near -k by 



2k to the positions of the white 

dots as shown - before 

averaging. We recommend 

checking the values of Berry 

phase obtained for the 

individual strings if your code 

performs an automatic 

averaging procedure! 

For a spin-polarized system, 

the Berry phase calculation is 

performed for both up- and 

down-spin electrons 

separately; the phases are 

converted into polarization 

units by multiplying by -

ie/2p3 and then added to the 

ionic contribution (1 

/Q)Y^iqiri, where qi is the 

charge of the pseudopotential 

or ion, to obtain the total 

polarization of the system 

along the chosen lattice 

vector. Be careful not to add 

the ionic component twice. 

The above procedure is 

repeated for each lattice vector 

in turn. Be careful to check in 

the output of your code 

whether the results are 

reported with respect to the 

lattice vectors or in Cartesian 

coordinates! 

Remember that the number 

that you have now calculated 

is the absolute value of the 

polarization, and is only 

defined modulo a polarization 

quantum. To calculate the 

spontaneous polarization in a 

ferroelectric for example, the 



procedure should be repeated 

also for a high symmetry, non-

polar reference state. The 

difference between the two 

values, taken along the same 

branch of the polarization 

lattice, is then the spontaneous 

polarization. Sometimes it is 

necessary to re-calculate the 

polarization for a number of 

structures along the 

deformation path between the 

high- and low-symmetry 

structures in order to know 

unambiguously which 

difference to take. For 

example, Fig. 9 shows the 

calculated polarization values 

for the case of perovskite 

structure BiFeO3, one of the 

most well-studied multiferroic 

materials [24]. Notice first that 

the polarization lattice for the 

non-polar structure, labeled 

with 0% distortion, does not 

contain zero, but is centered 

around 92.8 mCcm-2, which is 

half a polarization quantum. It 

is clear from following the 

evolution of the polarization 

with distortion that the correct 

value for the spontaneous 

polarization is 187.8-92.8 = 

95.0 mCcm-2. From a 

calculation of only the end-

points at the R3c and - R3c 

structures the appropriate 

difference to take would be 

unclear, and one might 

incorrectly assume a value of 



1(2.3-(-2.3)) = 2.3 mC cm-2. 

Finally a hint for calculating 

Born effective charges. Since 

these are defined as 

derivatives, in principle the 

polarization should be 

calculated for the structure of 

interest, and then again for an 

infinitesimally small 

displacement of each ion in 

turn. In practice, 

Fig. 9. Calculated polarization 

as a function of percentage 

distortion from the high 

symmetry non-polar structure 

(0% distortion) to the ground 

state R3c structure for 

perovskite BiFeO3. The black 

dots are calculated points and 

the dashed lines are a guide to 

the eyes illustrating the 

evolution along branches of 

the polarization lattice. From 

Ref. [24]. 

 

however, if the displacement 

is too small the result from 

this approach can be noisy. 

The best plan is to plot 

polarization as a function of 

ionic displacement, starting 

with very small displacement 

values, and to take the slope of 

the line in the region beyond 

the noise but before the non-

linear regime. 

6. Last words 

I hope that this paper has 

taken away some of the 

mystique associated with the 



modern theory of polarization, 

and motivated you to start 

making your own calculations 

of spontaneous polarization 

and related dielectric 

properties. For more practical 

introductory help, I 

recommend working through 

the tutorials that accompany 

many of the electronic 

structure computational 

packages. For example the 

Lesson on polarization and 

finite electric field provided 

by the ABINIT code, 

www.abinit.org, is particularly 

helpful. Or even better, attend 

a hands-on course hosted by 

one of the public codes where 

you will have direct access to 

leading experts in the field. 

Good luck! 
 

 




